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Popularnonaukowe streszczenie projektu

Wiele ukladéw otaczajacego nas §wiata mozna scharakteryzowaé przy pomocy skoriczonej liczby wiel-
kosci @ = (x1,. .., x,) opisujacych jednoznacznie ich stan. Modele rzeczywistego $wiata skonstruowane
na podstawie obserwacji lub w ramach teorii méwia nam jak szybko uktad zmienia sie bedac w stanie
x, co w notacji matematycznej przyjmuje postaé uktadu réwnan rézniczkowych & = v(x). Zachowanie
w czasie rzeczywistego uktadu opisywane ewolucja czasowa jego stanu x(t) jest dane w niejawny sposob
réwnaniami rézniczkowymi.

Dla danego modelu fundamentalnym problemem jest znalezienie rozwigzania ogdlnego odpowiada-
jacego mu uktadu réownan rozniczkowych tzn. znalezienie jawnej zaleznosci x(t). Jesli mozemy to zrobi¢,
to wowczas uktad rownari rézniczkowych jest rozwigzalny i jesteSmy w stanie przewidzieé¢ zachowanie w
czasie rzeczywistego uktadu. Jest to wazny problem réwniez dla zastosowan. Mozemy sobie wyobrazié,
ze po wystrzeleniu sztucznego satelity jesteSmy zywotnie zainteresowani $ledzeniem jego ruchu.

Chociaz teoria réwnan rozniczkowych zwyczajnych jest dobrze rozwinieta, to dla wiekszosci rownari
rozniczkowych wywodzacych sie z réznych dzialéw nauk $cistych i przyrodniczych nie ma szansy na
znalezienie ich rozwiazan w jawnej postaci. Na szczescie istnieje podejscie, ktére umozliwia uzyskanie
Scistych informacji o zachowaniu w czasie naszego ukltadu, a czasami nawet znalezienie jego rozwiazan
w niejawnej postaci. W tym celu wykorzystuje sie znajomosé pewnych funkcji F'(x), zaleznych od
stanu uktadu @, ktore nie zmieniaja sie w trakcie ewolucji czasowej ukladu, tzn. F(x(t)) = F(x(0))
dla dowolnego t. Nazywamy je calkami pierwszymi. Jesli znajdziemy dostateczna ilo$¢ niezaleznych
calek pierwszych, to uktad jest catkowalny i mozemy znalezé¢ jego rozwiazanie. Z drugiej strony brak
calek pierwszych oznacza ztozone lub chaotyczne zachowanie naszego uktadu. Jesli znamy tylko kilka
calek (mniej niz ilo$¢ potrzebna do catkowalnosci) mozemy zredukowaé wymiar ukladu, co oznacza
zmniejszenie liczby wielkosci potrzebnych do opisu stanu uktadu.

Dla wiekszosci uktadéw pochodzenia fizycznego najlepiej znanymi przyktadami calek pierwszych
sa: energia, ped i moment pedu, ktoére sa bezposrednio zwiazane z prawami zachowania pewnych wiel-
kosci fizycznych. Jednak dla wielu uktadow istnieja catki pierwsze, ktore nie maja takiej bezposredniej
interpretacji fizycznej i powstaje problem jak ich szuka¢. Pierwsze wyniki dotyczace obecnosci calek
pierwszych i catkowalnosci mozna znalezé juz w stynnych Principiach Newtona. Od tych czaséw za-
czeto sie poszukiwanie calek pierwszych, a nowe przypadki catkowalne waznych ukladéw fizycznych
byly traktowane jak wielkie osiagniecia matematyki i fizyki. Przypomnijmy chociazby wysoce nietry-
wialny przypadek Kovalevskiej w dynamice bryty sztywnej nagrodzony nagroda Bordina Francuskiej
Akademii Nauk. Uktady catkowalne sa rzadkie ale bardzo wazne, poniewaz daja nam petna informacje
o uktadach fizycznych i wiekszos¢ naszej wiedzy o uktadach realnego $wiata pochodzi wtasnie od nich.
Przywolajmy chociazby catkowalny i rozwiazalny oscylator harmoniczny wykorzystywany jako model
réznorodnych uktadéw fizycznych.

Metoda bezposrednia szukania calek opiera sie na bardzo prostej idei. Zaktadamy ze domniemana
caltka pierwsza ma okreslong postaé np. jest wielomianem w pewnych zmiennych o nieznanych wspot-
czynnikach. Z faktu, ze calka nie zmienia sie w trakcie ewolucji uktadu, mozna otrzymaé warunki na
te nieokreslone wspotczynniki. Przyjmuja one posta¢ innego uktadu réwnan rozniczkowych i w wielu
przypadkach jest on latwiejszy do rozwigzania niz oryginalny system. Ta metoda jest bardzo stara
i wspotczednie pojawily sie inne metody szukania catek pierwszych. Ale ma ona pewng przewage w
poréwnaniu z tymi nowoczesnymi metodami. Mianowicie nie sa potrzebne do jej zastosowania zadne
inne dane oprécz samego ukltadu réwnan rozniczkowych. Glownym celem projektu jest opracowanie
nowych metod teoretycznych i algorytméw ulepszajacych metode bezposrednia.

Drugim waznym celem projektu jest sprawdzenie skutecznosci opracowanych narzedzi w zastoso-
waniu do systematycznych poszukiwan nowych przypadkéw catkowalnych w pewnych klasach uktadow
rownan rézniczkowych. Klasy réwnari wybrano z jednej stron tak aby stanowity klasy interesujacych
uktadéw fizycznych: uktady hamiltonowskie z dwoma stopniami swobody w przestrzeniach zakrzy-
wionych i uktady hamiltonowskie z potencjalami algebraicznymi. Z drugiej strony wlaénie dla tych
klas uktadéw autorzy projektu uzyskali niedawno bardzo sile warunki konieczne catkowalnosci. Uktady
spelniajace warunki konieczne sg najlepszymi kandydatami na uktady catkowalne ale do potwierdzenia
tej wlasnosci potrzebne sy jawne postacie calek pierwszych. Tego dotyczy trzecie zadanie projektu.

Wierzymy, ze opracowane metody i algorytmy oraz znalezione nowe calkowalne przypadki beda
interesujace zarowno dla specjalistéw z teorii uktadéw dynamicznych jak i naukowcow z réznych dziatdow
nauk $cistych i przyrodniczych wykorzystujacych w swoich badaniach uktady réwnan rézniczkowych.



